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ÎÖIÍÊÀ ÌÎÄÓËß ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÎÑÒI ÊÂÀÒÅÐÍIÎÍÍÎÃÎ
ÑÈÍÃÓËßÐÍÎÃÎ IÍÒÅÃÐÀËÀ ÊÎØI
AN ESTIMATE FOR THE CONTINUITY MODULE OF A QUATERNION
SINGULAR CAUCHY INTEGRAL
Äîâåäåíî âåðõíþ îöiíêó ìîäóëß íåïåðåðâíîñòi êâàòåðíiîííîãî ñèíãó-
ëßðíîãî iíòåãðàëà Êîøi ÷åðåç ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóí-
êöi¨ òà ìåòðè÷íó õàðàêòåðèñòèêó êðèâî¨.
An upper estimate for the continuity module of a quaternion singular
Cauchy integral is proved in terms of the continuity module of the integrand
and a metric characteristic of the curve.
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1. Âñòóï. À. Çèãìóíä [1] âïåðøå äîâiâ îöiíêó ìîäóëß íåïåðåðâíîñòi
òðèãîíîìåòðè÷íî ñïðßæåíî¨ ôóíêöi¨ íà ïðßìié, ùî ðiâíîñèëüíà îöiíöi ìî-
äóëß íåïåðåðâíîñòi ñèíãóëßðíîãî iíòåãðàëà Êîøi íà êîëi. Ç öi¹¨ îöiíêè,
çîêðåìà, âèïëèâà¹ òåîðåìà Ïëåìåëß-Ïðèâàëîâà ïðî iíâàðiàíòíiñòü êëàñiâ
Ãüîëüäåðà âiäíîñíî ñèíãóëßðíîãî iíòåãðàëà Êîøi. Îöiíêà À. Çèãìóíäà óçà-
ãàëüíþâàëàñü íà áiëüø øèðîêi êëàñè êðèâèõ â ðîáîòàõ Ë. Ã. Ìàãíàðàäçå
[2, 3], À. À. Áàáà¹âà òà Â. Â. Ñàëàåâà [4, 5, 6], Ï. Ì. Òàìðàçîâà [7, 8],
Î. Ô. Ãåðóñà [9, 10, 11], Ò. Ñ. Ñàëiìîâà [12], . Ì. Äèíüêiíà [13]. Çîêðåìà,
ç'ßñóâàëîñü, ùî íàéáiëüø øèðîêèì êëàñîì êðèâèõ (äèâ. [6, 9]), äëß ßêèõ
âîíà ìà¹ òàêèé æå âèãëßä, ßê i íà êîëi, ¹ êëàñ ðåãóëßðíèõ êðèâèõ (ó ßêèõ
ìiðà ÷àñòèíè êðèâî¨, ùî ïîòðàïëß¹ â êðóã, íå ïåðåâèùó¹ ñòàëî¨, ïîìíîæå-
íî¨ íà ðàäióñ êðóãà). Íà áiëüø çàãàëüíèõ êðèâèõ (äèâ. [6, 9, 10, 12, 13, 11])
ìàæîðàíòà ïîãiðøó¹òüñß i ïî÷èíà¹ çàëåæàòè ùå i âiä êðèâî¨.
Â ðîáîòi [14] ðîçãëßíóòî óçàãàëüíåííß iíòåãðàëà òèïó Êîøi â òåîði¨ òàê
çâàíèõ α -ãiïåðãîëîìîðôíèõ ôóíêöié, ßêi äiþòü ç ïðîñòîðó R2 , íàäiëåíî-
ãî ïåâíîþ ñòðóêòóðîþ êâàòåðíiîííîãî ìíîæåííß, ó àëãåáðó êîìïëåêñíèõ
êâàòåðíiîíiâ. Äîâåäåíî ôîðìóëè äëß ìåæîâèõ çíà÷åíü òàêîãî iíòåãðàëà íà
çàìêíåíèõ êóñêîâî-ëßïóíîâñüêèõ êðèâèõ òà òåîðåìó Ïëåìåëß-Ïðèâàëîâà
äëß âiäïîâiäíîãî ñèíãóëßðíîãî iíòåãðàëà, ÷åðåç ßêèé âèðàæàþòüñß ìåæîâi
çíà÷åííß. Â ðîáîòi [15] äîâåäåíi àíàëîãi÷íi ôîðìóëè äëß çàìêíåíèõ æîð-
äàíîâèõ ñïðßìëþâàíèõ êðèâèõ. Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ îòðèìàííß îöiíêè
ìîäóëß íåïåðåðâíîñòi âiäïîâiäíîãî ñèíãóëßðíîãî iíòåãðàëà.
2. Êâàòåðíiîíè. Êâàòåðíiîííå óçàãàëüíåííß iíòåãðàëà òèïó
Êîøi. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç H = H(R) òà H(C) âiäïîâiäíî àëãåáðè äiéñíèõ
òà êîìïëåêñíèõ êâàòåðíiîíiâ, òîáòî òàêèõ, ùî ïîäàþòüñß ó âèãëßäi a =∑3
k=0 akik, äå {ak}3k=0 ⊂ R äëß äiéñíèõ êâàòåðíiîíiâ i {ak}3k=0 ⊂ C  äëß




2 = i1i2i3 = −1 ; êîìïëåêñíó óßâíó îäèíèöþ ïîçíà÷àòèìåìî
÷åðåç i . H ¹ íåêîìóòàòèâíîþ àñîöiàòèâíîþ àëãåáðîþ íàä ïîëåì äiéñíèõ
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÷èñåë i íå ìà¹ äiëüíèêiâ íóëß. H(C) ¹ íåêîìóòàòèâíîþ àñîöiàòèâíîþ àëãå-
áðîþ íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ßêà ìà¹ äiëüíèêè íóëß.
Ïiä ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî êâàòåðíiîíà ðîçóìiòèìåìî éîãî åâêëiäîâó
íîðìó |a| = ‖a‖R8 . Äëß äiéñíèõ êâàòåðíiîíiâ a , b âèêîíóþòüñß ðiâíîñòi
|ab| = |a| |b| , |a|2 = a a = a a , äå a := a0−
3∑
k=1
akik  ñïðßæåíèé êâàòåðíiîí.
Äëß êîìïëåêñíèõ êâàòåðíiîíiâ ñïðàâåäëèâi ñïiââiäíîøåííß |a|2 6= aa òà
|ab| 6
√
2 |a| |b| (1)
(äèâ. ëåìó 2.1 ðîáîòè [15]).
Íåõàé α ∈ C , z := xi1 + yi2 , ζ := ξi1 + ηi2  äiéñíi êâàòåðíiîíè,
ßêi ìiñòßòüñß â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði R2 , íàäiëåíîìó äîäàòêîâîþ ñòðóêòó-
ðîþ êâàòåðíiîííîãî ìíîæåííß, H(p)n  ôóíêöi¨ Ãàíêåëß ðîäó p ∈ {1; 2} i







0 (α|z|) ïðè α 6= 0,
1
2pi
ln |z| ïðè α = 0,
äå
p =
1 ïðè Im(α) > 0 àáî α > 0,2 ïðè Im(α) < 0 àáî α < 0.
Âiäîìî (äèâ., íàïð., [17]), ùî ôóíêöiß Eα ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâßç-
êîì îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà ∆α2 := ∆R2+Mα
2 , äå ∆R2 = ∂21+∂22 , ∂k = ∂∂xk ,
i Ma  îïåðàòîð ìíîæåííß íà a ∈ C .
Êâàòåðíiîííèì ßäðîì Êîøi Kα íàçèâà¹òüñß ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ß-
çîê îïåðàòîðà α∂ := ∂1 ◦M i1 + ∂2 ◦M i2 +Mα ïîäiáíî äî òîãî, ßê êëà-
ñè÷íå ßäðî Êîøi ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ßçêîì îïåðàòîðà Êîøi-Ðiìàíà
∂ := ∂∂x+ i
∂
∂y . Çàâäßêè ôàêòîðèçàöi¨ îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà (äèâ. [18], [15])


















ïðè α 6= 0,
− z
2pi|z|2 ïðè α = 0.
(2)
Ôóíêöi¨ Ãàíêåëß H(p)0 (t) , H
(p)








































































äå C  ñòàëà Åéëåðà.
Äëß çàìêíåíî¨ æîðäàíîâî¨ ñïðßìëþâàíî¨ êðèâî¨ Γ ⊂ R2 i íåïåðåðâíî¨





Kα(ζ − z)σ f(ζ), z ∈ R2 \ Γ,
äå σ := dηi1 − dξi2 .
3. Êâàòåðíiîííèé ñèíãóëßðíèé iíòåãðàë Êîøi. Íåõàé δ > 0 ,




 ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f íà Γ ,






ïðè 0 < a 6 b,
ΩΓ(f, b, b) ïðè 0 < b < a,
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Γz,δ := {ζ∈Γ : |ζ − z| 6 δ} , θz(δ) := mes Γz,δ  êðèâîëiíiéíà ìiðà Ëåáåãà




Îá'¹êòîì äîñëiäæåííß â äàíié ðîáîòi ¹ ñèíãóëßðíèé iíòåãðàë




Kα(ζ − t)σ (f(ζ)− f(t)), t ∈ Γ,
ç ßêèì ïîâ'ßçàíå iñíóâàííß ìåæîâèõ çíà÷åíü iíòåãðàëà òèïó Êîøi Φα i â
òåðìiíàõ ßêîãî âèðàæàþòüñß öi çíà÷åííß (äèâ. òåîðåìó 3.3 ðîáîòè [15]).
Íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç c (·), . . . , c (·, . . . , ·) äîäàòíi ñòàëi (ìîæëè-
âî ðiçíi), ßêi çàëåæàòü ëèøå âiä àðãóìåíòiâ ó äóæêàõ. Ñèìâîëîì c áåç
àðãóìåíòiâ ïîçíà÷àòèìåìî àáñîëþòíi ñòàëi.










| lnx|ωΓ(f, x) dθz(x) < +∞. (6)
Òîäi iíòåãðàë Fα[f ] iñíó¹ â êîæíié òî÷öi êðèâî¨ Γ i ñïðàâåäëèâà îöiíêà



























äå d  äiàìåòð êðèâî¨ Γ .
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Äîâåäåííß. Çàâäßêè ôîðìóëàì (2)  (4) ßäðî Êîøi Kα ïîäà¹òüñß ó
âèãëßäi




ln |z|+ K˜α(z), (8)
äå K˜α  íåïåðåðâíà ôóíêöiß, ðiâíà íóëþ ïðè α = 0 . Òîìó Fα = F +Lα+
F˜α , äå















K˜α(ζ − t)σ (f(ζ)− f(t)), t ∈ Γ.
Çãiäíî îçíà÷åííß ìîäóëß íåïåðåðâíîñòi ìà¹ìî
ωΓ(Fα[f ], δ) 6 ωΓ(F [f ], δ) + ωΓ(Lα[f ], δ) + ωΓ(F˜α[f ], δ).
Iíòåãðàë F [f ] çâîäèòüñß äî âèãëßäó






ζ˜ − t˜ i2 (f(ζ˜)− f(t˜)), (9)
äå ζ˜ = ξ + ηi3 , t˜ = ν + τi3 . Ðîçùåïèâøè ôóíêöiþ f íà êîìïîíåíòè,
îòðèìà¹ìî ÷îòèðè êîìïëåêñíi iíòåãðàëè, â ßêèõ i3 âèñòóïà¹ â ðîëi óßâ-
íî¨ îäèíèöi. Iñíóâàííß öèõ iíòåãðàëiâ âèïëèâà¹ ç óìîâè (5) çà òåîðåìîþ 1
ðîáîòè [11]. Çàñòîñóâàâøè äî íèõ îöiíêó (2) ðîáîòè [11], îòðèìà¹ìî










Iñíóâàííß iíòåãðàëà Lα[f ] âèïëèâà¹ ç óìîâè (6) àíàëîãi÷íî iñíóâàííþ
iíòåãðàëà âèäó (9), äîâåäåíîìó â ðîáîòi [11]. Îöiíèìî ωΓ(Lα[f ], δ) . Íåõàé
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{t1; t2} ⊂ Γ , |t1 − t2| 6 δ . Òîäi
























ln |ζ − t2|σ (f(t2)− f(t1))
∣∣∣∣∣∣∣ =: I1 + I2 + I3 + I4.
(11)



















| lnx|ωΓ(f, x) dθt2(x). (13)
Çàâäßêè íåðiâíîñòi ∣∣∣∣ln |ζ − t1||ζ − t2|
∣∣∣∣ 6 3δ|ζ − t1| ,














| ln x| dθt2(x). (15)
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Ç íåðiâíîñòåé (11)  (15) âèïëèâà¹


























Iíòåãðàë F˜α[f ] iñíó¹ çàâäßêè íåïåðåðâíîñòi ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨. Ç
ôîðìóë (2)  (4), (8) âèïëèâà¹ ïîäàííß K˜α(ζ−t) = c(α)+ln |ζ−t|ϕ(|ζ−t|) ,
äå ôóíêöiß ϕ  íåïåðåðâíà íà âñié ïëîùèíi (ïiñëß äîîçíà÷åííß ϕ(0) = 0 ).
Òîìó ωΓ(F˜α[f ], δ) îöiíþ¹òüñß òi¹þ æ ìàæîðàíòîþ, ùî i ωΓ(Lα[f ], δ) . Òàêèì
÷èíîì, íåðiâíiñòü (7) âèïëèâà¹ ç îöiíîê (10), (16). Òåîðåìà äîâåäåíà.
Îçíà÷åííß. Çàìêíåíà æîðäàíîâà ñïðßìëþâàíà êðèâà Γ íàçèâà¹òüñß
ðåãóëßðíîþ àáî K -ðåãóëßðíîþ, ßêùî iñíó¹ òàêà äîäàòíß ñòàëà K , ùî
äëß âñiõ z ∈ Γ i âñiõ δ > 0 âèêîíó¹òüñß óìîâà θz(δ) 6 Kδ .







Òîäi iíòåãðàë Fα[f ] iñíó¹ â êîæíié òî÷öi êðèâî¨ Γ i ñïðàâåäëèâà îöiíêà










Äîâåäåííß. Ç ìîíîòîííîñòi ìîäóëß íåïåðåðâíîñòi òà îçíà÷åííß K -
ðåãóëßðíî¨ êðèâî¨ âèïëèâà¹
ΩΓ(f,Θ(z, x), x) 6
θz(4x)− θz(x)
x2




Âèêîðèñòîâóþ÷è iíòåãðóâàííß ÷àñòèíàìè òà ìîíîòîííiñòü ôóíêöié
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Îöiíèìî iíòåãðàë (13) (iíòåãðàë (12) îöiíþ¹òüñß àíàëîãi÷íî). Çíîâó
çàñòîñóâàâøè iíòåãðóâàííß ÷àñòèíàìè òà ìîíîòîííiñòü ôóíêöié ωΓ(f, x) ,
θz(x) , ïðè óìîâi 4δ < 1 6 2d ìà¹ìî
min{4δ;d}∫
0






























À ßêùî 4δ < 2d 6 1 , òî
min{4δ;d}∫
0








dt dθt2(x) + | ln 2d|
4δ∫
0






















Îöiíèìî äðóãèé äîäàíîê â íåðiâíîñòi (14). Íåõàé 2δ < 1 < d . Çàñòîñî-
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Ó âèïàäêó 2δ < d < 1 ìiðêóâàííß àíàëîãi÷íi i ìàæîðàíòà ìiñòèòèìå
ïåðåä çíàêîì iíòåãðàëà ëèøå ìíîæíèê 8K .
Îöiíêà (17) âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòåé (10)  (14), (18)  (22). Íàñëiäîê
äîâåäåíèé.
Ïîçíà÷èìî
Hµ(Γ) := {f : Γ→ H(C) : ωΓ(f, δ) = O(δµ), δ → 0}.
Ç ïîïåðåäíüîãî íàñëiäêó î÷åâèäíèì ÷èíîì âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæå-
ííß, âiäîìå ßê òåîðåìà Ïëåìåëß-Ïðèâàëîâà (ó âèïàäêó, êîëè Γ  êóñêîâî-
ëßïóíîâñüêà êðèâà, äèâ. [14]).
Íàñëiäîê 2. Íåõàé Γ  K -ðåãóëßðíà êðèâà, 0 < µ < 1 i f ∈ Hµ(Γ) .
Òîäi iíòåãðàë Fα[f ] iñíó¹ â êîæíié òî÷öi êðèâî¨ Γ i Fα[f ] ∈ Hµ(Γ) .
Ëiòåðàòóðà
[1] Zygmund A. Sur le module de continuite de la somme de la serie conjuguee
de la s'erie de Fourier// Prace Matematyczno-Fizyczne.  1924.  33.  P.
125  132.
[2] Ìàãíàðàäçå Ë. Ã. Îá îäíîì îáîáùåíèè òåîðåìû Ïëåìåëß-Ïðèâàëîâà//
Ñîîáù. ÀÍ Ãðóç. ÑÑÐ.  1947.  8,  8.  Ñ. 509  516.
10
[3] Ìàãíàðàäçå Ë. Ã. Îá îäíîì îáîáùåíèè òåîðåìû È. È. Ïðèâàëîâà è
åãî ïðèìåíåíèå ê íåêîòîðûì ãðàíè÷íûì çàäà÷àì òåîðèè ôóíêöèé è ê
ñèíãóëßðíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèßì// ÄÀÍ ÑÑÑÐ.  1949.  68,
 4.  Ñ. 657  660.
[4] Áàáàåâ À. À. Îá îñîáîì èíòåãðàëå ñ íåïðåðûâíîé ïëîòíîñòüþ// Ó÷.
çàï. Àçåðá. óí-òà. Ñåðèß ôèç.-ìàò. è õèì. íàóê.  1965.   5.  Ñ. 11
 28.
[5] Áàáàåâ À. À., Ñàëàåâ Â. Â. Îäíîìåðíûé ñèíãóëßðíûé îïåðàòîð ñ íå-
ïðåðûâíîé ïëîòíîñòüþ ïî çàìêíóòîé êðèâîé// ÄÀÍ ÑÑÑÐ.  1973.
209,  6.  Ñ. 1257  1260.
[6] Ñàëàåâ Â. Â. Ïðßìûå è îáðàòíûå îöåíêè äëß îñîáîãî èíòåãðàëà Êîøè
ïî çàìêíóòîé êðèâîé// Ìàò. çàìåòêè.  1976.  19,  3.  Ñ. 365  380.
[7] Òàìðàçîâ Ï. Ì. Îá îãðàíè÷åííûõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèßõ â êîìïëå-
êñíîé îáëàñòè// 3-é ñúåçä áîëã. ìàòåì. Ðåçþìåòà íà äîêëàäèòå III êîí-
ãðåñ íà Áîëãàðñêèòå ìàòåìàòèöè, ÷. 1. Âàðíà, 1972.  Ñ. 186  187.
[8] Òàìðàçîâ Ï. Ì. Ãëàäêîñòè è ïîëèíîìèàëüíûå ïðèáëèæåíèß.  Êèåâ:
Íàóêîâà äóìêà, 1975.  272 ñ.
[9] Ãåðóñ Î. Ô. Êîíå÷íîðàçíîñòíûå ãëàäêîñòè èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè//
Óêð. ìàò. æóðí.  1977.  29,  5.  Ñ. 642  646.
[10] Ãåðóñ Î. Ô. Íåêîòîðûå îöåíêè ìîäóëåé ãëàäêîñòè èíòåãðàëîâ òèïà
Êîøè// Óêð. ìàò. æóðí.  1978.  30,  5.  Ñ. 594  601.
[11] Ãåðóñ Î. Ô. Îöåíêà ìîäóëß íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëà òèïà Êîøè â
îáëàñòè è íà å¼ ãðàíèöå// Óêð. ìàò. æóðí.  1996.  48,  10.  Ñ. 1321
 1328.
11
[12] Ñàëèìîâ Ò. Ñ. Ïðßìàß îöåíêà äëß ñèíãóëßðíîãî èíòåãðàëà Êîøè ïî
çàìêíóòîé êðèâîé// Íàó÷. òðóäû ÌÂ è ÑÑÎ Àçåðá. ÑÑÐ. Ñåðèß ôèç.-
ìàò. íàóê.  1979,  5.  Ñ. 59  75.
[13] Äûíüêèí Å. Ì. Ãëàäêîñòü èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè// Çàï. íàó÷. ñåìèí.
ËÎÌÈ.  1979.  92.  Ñ. 115  133.
[14] Gerus O., Schneider B., Shapiro M. On boundary properties of α -
hyperholomorphic functions in domains of R2 with the piece-wise Li-
apunov boundary// Progress in Analysis. Proceedings of 3rd International
ISAAC Congress, Volume 1, Berlin, Germany, 20  25 August 2001, World
Scientific, 2003.  P. 375  382.
[15] Gerus O. F., Shapiro M. V. On a Cauchy-type integral related to the
Helmholtz operator in the plane// Boletin de la Sociedad Matematica
Mexicana.  2004.  10,  1.  P. 63  82.
[16] Ãðàäøòåéí È. Ñ., Ðûæèê È. Ì. Òàáëèöû èíòåãðàëîâ, ñóìì, ðßäîâ è
ïðîèçâåäåíèé.  Ìîñêâà: Ôèçìàòãèç, 1963.  1100 ñ.
[17] Âëàäèìèðîâ Â. Ñ. Óðàâíåíèß ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.  Ìîñêâà: Íà-
óêà, 1981.  512 ñ.
[18] Rocha-Chavez R., Shapiro M. V., Tovar L. M. On the Hilbert operator for
α -hyperholomorphic function theory in R2 // Complex Variables Theory
Appl.  2000.  43,  1.  P. 1  28.
12
